
Segment Tree
線段樹



情境 -大量查詢

•給你 N（N < 1e5）個數字 a[0] ~ a[N – 1]，和 q個詢問（q < 3e5）
• 每次詢問有兩個數字 l、r，輸出 a[l] + a[l + 1] + a[l + 2] + … + a[r]

•你該怎麼處理？



情境 -大量查詢

• Naive Solution：每次都計算，最差複雜度 O(Nq)
• Better Solution：維護前綴和
• 計算從 a[1] + a[2] + a[3] + a[4] + a[5] = p[6] – p[1] = 22 – 1 = 21
• 複雜度 =製作前綴和 +每次查詢O(1) = O(N + q)
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情境 -大量區間加值

•給你 N（N < 1e5）個數字 a[0] ~ a[N – 1]，和 q個修改（q < 3e5）
• 每次修改有三個數 l、r、v，請將 a[l] += v；a[l+1] += v；⋯⋯；a[r] += v；

•之後會再輸入一個數字 p，代表 p次詢問（p < 3e5）
• 每次詢問有兩個數字 l、r，輸出 a[l] + a[l + 1] + a[l + 2] + … + a[r]

•你該怎麼處理？



情境 -大量區間加值

•每次都計算區間加值，最後把陣列統計出來再計算前綴和？
•複雜度：每次區間加值 = O(N) * q；處理詢問 O(N + p)
•總複雜度 = O(Nq + p)
• 很爛



情境 -大量區間加值

•更好的解：差分數列
• 我們會注意到差分數列的前綴和是原數列
• 區間 [l, r] 加值 v等價於讓 d[l] 加上 v，再讓 d[r + 1] 扣掉 v
• 之後再計算前綴和就會發現該數列 [l, r] 都被加上了 v。
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複雜度分析：前綴序列、差分序列

•前綴序列允許我們 O(N) 更新、O(1) 查詢區間和
•差分序列允許我們 O(1)更新、O(N) 查詢區間、O(N)查詢元素

•所以我們可以透過前綴和差分處理大量的分開查詢、修改操作



情境 -大量修改+大量查詢

•給你 N（N < 1e5）個數字 a[0] ~ a[N – 1]，和 q個操作（q < 3e5）
•有兩種操作
• 修改：給定 i、v，請將 a[i] += v
• 查詢：給定 l、r，輸出 a[l] + a[l + 1] + a[l + 2] + … + a[r]

•你該怎麼處理？
• 顯然沒辦法只靠前綴和差分的技巧處理



線段樹

•我們可以用一種特殊的資料結構，叫做線段樹
• 每一個節點代表一個區間的答案

• 父節點會被拆為連續的兩段區間
• 概念圖如右邊



線段樹

•假設 a = [2, 2, 1, 4, 5, 7, 6, 3]
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線段樹

•假設我要查詢 [2, 6] 的區間和，答案就是 5 + 6 + 6
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線段樹

•假設我要更新 a[3] 成 8

2            2             1               4             5              1            6              3

4                           5                             6                           9

9                                                          15

24



線段樹 –複雜度分析

•假設我要修改某個元素
• 那會修改從那個元素到 root總共 logN個點
• 因此複雜度是 O(logN)

•假設我要查詢某個區間
• 我會從 root開始找，每次要嘛往左，要嘛往右，要嘛同時往下

• 可以思考一下，如果同時往下，那往左的之後必然向右
• 往右的之後必然往左，所以最多分岔成 2條路

• 複雜度是 O(2logN) = O(logN)



線段樹 –實作說明

•我們要先介紹用一個一維陣列來儲存一個二元樹的方式
• 如果我們按照順序編號一顆滿二元樹的點（如右圖），我們會發現：

• X號點的左孩子是 2*X + 1，右孩子是 2*X + 2（如左圖）

• 於是我們會開一個陣列，來儲存每個點的值
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線段樹 –實作說明

•右下角的圖是由一個長度為 8（N=8）的陣列所構成的線段樹
• 我們可以知道實際上最多會有不超過 2*N – 1個點

• 最多 logN層，2^0 + 2^1 + 2^2 + … + 2^(logN) = 2*N – 1（方便計算假設 N 是 2的冪次
• 那我們線段樹陣列能不能只開到 2 * N？

• 不行，因為樹雖然很平衡，但並不是很完美的滿二元樹
• 因為 N 不總是 2的冪次，因此可能會多一點點出來
• 比如 N = 6（左下圖），實際上會用到第 13個點
• 因此其實 4倍是最保險的

• 因此我們會開 4 * N的陣列來儲存線段樹



線段樹 –實作說明

•我們會用一個陣列 int val[4 * N]來儲存我們的線段樹本體
• val[idx] 是編號 idx節點所儲存的答案

•我們會用兩個 function來維護我們的線段樹本體
• void add(int idx, int l, int r, int i, int v)

• 當前節點編號 idx，負責 [l, r] 區間，希望為陣列中第 i 項加上 v

• int query(int idx, int l, int r, int i, int j)
• 當前節點編號 idx，負責 [l, r] 區間，想要查詢

• 陣列 [i..j] 的總和



線段樹 –模板題（https://loj.ac/p/130）
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線段樹 –模板題（https://loj.ac/p/130）

當 [l, r] 在 [i, j] 裡時（即 i <= l且 r <= j），我們當前這個節點所負責的區間被覆蓋
- 我們就可以直接使用 val[idx] 來表示這個區間的答案

當 [l, r]與 [i, j] 不重疊時候（可能 [l, r] < [i, j] 即 r < i或 [i, j] < [l, r] 即 j < l）
- 我們就不能計算這個區間的答案，必須回傳一個不影響答案的數值

- 在計算總和時，0不影響答案
- 在計算乘積時，1不影響答案
- 在計算 gcd時， 0不影響答案
- 在計算最大值時，負無限大不影響答案
- ⋯⋯

https://loj.ac/p/130


線段樹 –模板題（https://loj.ac/p/130）
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線段樹 –模板題（https://zerojudge.tw/ShowProblem?problemid=d539）



線段樹 –模板題（https://zerojudge.tw/ShowProblem?problemid=d539）

同學們要注意：
這題輸入輸出量比較大，要記得做 IO優化
1. ios::sync_with_stdio(false)來關掉同步
2. cin.tie(0)和 cout.tie(0) 來解除綁定
3. 不要用 endl，改用 “\n”防止 flush

關於 IO優化的那些事，請參考 zswu的貼文
（https://shorturl.at/lmGKT）



線段樹 –比較難的模板題

給定一個陣列 a，長度 N < 1e5，給 q個查詢 q < 3e5
每次查詢會輸入兩個數字 l, r，試求 gcd(a[l], a[l + 1], ..., a[r])

提示：差分、輾轉相除法、線段樹



線段樹 –進階版（區間修改線段樹）

•給你 N（N < 1e5）個數字 a[0] ~ a[N – 1]，和 q個操作（q < 3e5）
•有兩種操作
• 修改：給定 l、r、v，請將 a[l] += v；a[l + 1] += v；⋯⋯；a[r] += v
• 查詢：給定 l、r，輸出 a[l] + a[l + 1] + a[l + 2] + … + a[r]

•你該怎麼處理？
• 顯然沒辦法只靠普通的線段樹
• 需要懶標（lazy tag）的技巧
• We do not discuss this today
• 如果想知道作法，可以參考 https://cp.wiwiho.me/segment-tree/



線段樹 –應用題（https://zerojudge.tw/ShowProblem?problemid=f315）



線段樹 –應用題（https://zerojudge.tw/ShowProblem?problemid=f315）

•想法：
• 紀錄每個數字的第一次出現和第二次出現
• 從數字 1開始

• 把該數字在陣列上出現的位置設為 1
• 計算該數字第一次出現和第二次出現的兩個位置之間，目前有多少 1（即中間有多
少比他小的數字）

• 加總到答案上



線段樹 –應用題（https://zerojudge.tw/ShowProblem?problemid=f315）

注意：答案要開 long long
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