
不等式 

一、 平均值不等式 

1.1 平均值不等式 

 𝑎, 𝑏 ≥ 0，則(√𝑎 − √𝑏)
2
≥ 0 ⇒

𝑎+𝑏

2
≥ √𝑎𝑏          (1.1) 

一般來講，若𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ≥ 0，則算術平均數為 

𝐴𝑛 =
𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛
 

   幾何平均數為 

𝐺𝑛 = √𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑛
𝑛  

   我們有 

    

𝐴𝑛 =
𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛
≥ √𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑛

𝑛 = 𝐺𝑛 

“=”成立，若且唯若𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 

 

 

平均值不等式的證明 

※顯然，當至少一個𝑎𝑖 = 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛時，𝐺𝑛 = 0，而𝐴𝑛 ≥ 0，不等式恆成

立。以下討論假設𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 > 0 

 

【證明一】(數學歸納法一) 

(1) 𝑛 = 2時，由(1.1)式，不等式成立 

(2) 假設𝑛 = 𝑘時，命題成立，即 

𝐴𝑘 =
𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑘

𝑘
≥ √𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑘

𝑘 = 𝐺𝑘, 𝑘 ≥ 2 

    則，當𝑛 = 𝑘 + 1時， 

    𝐴𝑘+1 =
𝑎1+𝑎2+⋯+𝑎𝑘+𝑎𝑘+1

𝑘+1
，𝐺𝑘+1 = √𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑘𝑎𝑘+1

𝑘+1  

    由於任意的𝑎𝑖, 𝑎𝑗(𝑖 ≠ 𝑗, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛)對調，𝐴𝑘+1與𝐺𝑘+1的值均不變，所以我 

們假設𝑎1 = min⁡{𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘+1}，且𝑎𝑘+1 = max⁡{𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘+1} 

    顯然，𝑎1 ≤ 𝐴𝑘+1 ≤ 𝑎𝑘+1且𝑎1 ≤ 𝐺𝑘+1 ≤ 𝑎𝑘+1 

    可得 (𝑎1 − 𝐴𝑘+1)(𝐴𝑘+1 − 𝑎𝑘+1) ≥ 0 

    展開上式，可得 

     𝐴𝑘+1(𝑎1 + 𝑎𝑘+1 − 𝐴𝑘+1) − 𝑎1𝑎𝑘+1 ≥ 0                   (1.2) 

    現在對𝑘個正值常數𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑘, (𝑎1 + 𝑎𝑘+1 − 𝐴𝑘+1)，可得 

𝑎2+𝑎3+⋯+𝑎𝑘+(𝑎1+𝑎𝑘+1−𝐴𝑘+1)

𝑘
≥ √𝑎2𝑎3⋯𝑎𝑘(𝑎1 + 𝑎𝑘+1 − 𝐴𝑘+1)

𝑘  (1.3) 



  (1.3)式等號左邊 

𝑎2 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑘 + (𝑎1 + 𝑎𝑘+1 − 𝐴𝑘+1)

𝑘
=
𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑘+1 − 𝐴𝑘+1

𝑘

=
(𝑘 + 1)𝐴𝑘+1 − 𝐴𝑘+1

𝑘
= 𝐴𝑘+1 

故(1.3)式可寫成 

𝐴𝑘+1 ≥ √𝑎2𝑎3⋯𝑎𝑘(𝑎1 + 𝑎𝑘+1 − 𝐴𝑘+1)
𝑘

 

即 

𝐴𝑘+1
𝑘 ≥ 𝑎2𝑎3⋯𝑎𝑘(𝑎1 + 𝑎𝑘+1 − 𝐴𝑘+1) 

兩邊同乘以𝐴𝑘+1，得 

𝐴𝑘+1
𝑘+1 ≥ 𝑎2𝑎3⋯𝑎𝑘(𝑎1 + 𝑎𝑘+1 − 𝐴𝑘+1)𝐴𝑘+1 

由(1.2)式，得 

𝐴𝑘+1
𝑘+1 ≥ 𝑎2𝑎3⋯𝑎𝑘(𝑎1 + 𝑎𝑘+1 − 𝐴𝑘+1)𝐴𝑘+1 ≥ 𝑎2𝑎3⋯𝑎𝑘(𝑎1𝑎𝑘+1) = 𝐺𝑘+1

𝑘+1 

故𝐴𝑘+1 ≥ 𝐺𝑘+1 

得證 

 

【證明二】(數學歸納法二) 

(1) 𝑛 = 2時，由(1.1)式，不等式成立 

(2) 假設𝑛 = 𝑘時，命題成立，即 

𝐴𝑘 =
𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑘

𝑘
≥ √𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑘

𝑘 = 𝐺𝑘, 𝑘 ≥ 2 

    則，當𝑛 = 𝑘 + 1時， 

    𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑘 + 𝑎𝑘+1 

= 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑘 + (𝑎𝑘+1 + 𝐺𝑘+1 +⋯+ 𝐺𝑘+1) − (𝑘 − 1)𝐺𝑘+1 

≥ 𝑘√𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑘
𝑘 + 𝑘√𝑎𝑘+1𝐺𝑘+1

𝑘−1𝑘
− (𝑘 − 1)𝐺𝑘+1

≥ 2𝑘√√𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑘
𝑘 √𝑎𝑘+1𝐺𝑘+1

𝑘−1𝑘
− (𝑘 − 1)𝐺𝑘+1

= 2𝑘 √𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑘+1𝐺𝑘+1
𝑘−12𝑘

− (𝑘 − 1)𝐺𝑘+1

= 2𝑘 √𝐺𝑘+1
𝑘+1𝐺𝑘+1

𝑘−12𝑘
− (𝑘 − 1)𝐺𝑘+1 = (𝑘 + 1)𝐺𝑘+1 

故𝐴𝑘+1 ≥ 𝐺𝑘+1 

得證 

 

 

 



【證明三】(數學歸納法三) 

(1) 𝑛 = 2時，由(1.1)式，不等式成立 

(2) 假設當𝑛 = 𝑘時，結論成立。即 

𝐴𝑘 =
𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑘

𝑘
≥ √𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑘

𝑘 = 𝐺𝑘, 𝑘 ≥ 2 

則，當𝑛 = 𝑘 + 1時， 

   𝐴𝑘+1 =
1

2𝑘
[(𝑘 + 1)𝐴𝑘+1 + (𝑘 − 1)𝐴𝑘+1] =

1

2𝑘
[𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑘+1 + 𝐴𝑘+1 +

⋯+ 𝐴𝑘+1] ≥
1

2𝑘
(𝑘√𝑎1…𝑎𝑘

𝑘 + 𝑘√𝑎𝑘+1𝐴𝑘+1
𝑘−1𝑘

⁡) ≥ √𝑎1…𝑎𝑘+1𝐴𝑘+1
𝑘−12𝑘

 

所以𝐴𝑘+1
2𝑘 ≥ 𝑎1…𝑎𝑘+1𝐴𝑘+1

𝑘−1 ⟹𝐴𝑘+1
𝑘+1 ≥ 𝑎1…𝑎𝑘+1 

故得證 

 

【證明四】(構造數列) 

令𝑓(𝑛) = 𝑛 (
𝑎1+𝑎2+⋯+𝑎𝑛

𝑛
− √𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑛

𝑛 ) 

若能證明𝑓(𝑛)是單調遞增的，由𝑓(2) ≥ 0可得𝑓(𝑛) ≥ 𝑓(2) ≥ 0 

可得證 

𝑓(𝑛 + 1) − 𝑓(𝑛)

= (𝑛 + 1) (
𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛+1

𝑛 + 1
− √𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑛+1

𝑛+1 )

− 𝑛 (
𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛
− √𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑛

𝑛 )

= 𝑎𝑛+1 − (𝑛 + 1) √𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑛+1
𝑛+1 + 𝑛√𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑛

𝑛  

令𝑥𝑛+1 = 𝑎𝑛+1, 𝑦
𝑛(𝑛+1) = 𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑛 

則上式可改為 

𝑓(𝑛 + 1) − 𝑓(𝑛) = 𝑥𝑛+1 − (𝑛 + 1)𝑦𝑛𝑥 + 𝑛𝑦𝑛+1 = 𝑥(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) − 𝑛𝑦𝑛(𝑥 − 𝑦)

= (𝑥 − 𝑦)[𝑥(𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝑦 +⋯+ 𝑦𝑛−1) − 𝑛𝑦𝑛]

= (𝑥 − 𝑦)[(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) + (𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1)𝑦 + ⋯+ (𝑥 − 𝑦)𝑦𝑛−1] ≥ 0 

因為(𝑥 − 𝑦)(𝑥𝑘 − 𝑦𝑘) ≥ 0, 𝑘 ≥ 1 

故得證。 

 

 

 

 

 

 

 



1.2 排序不等式 

兩個數列𝑎1, … , 𝑎𝑛, 𝑏1, … , 𝑏𝑛滿足𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛且𝑏1 ≤ 𝑏2 ≤ ⋯ ≤ 𝑏𝑛 

則 

𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑛(同序乘積之和) 

≥ 𝑎1𝑏𝑗1 + 𝑎2𝑏𝑗2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑗𝑛(亂序乘積之和) 

≥ 𝑎1𝑏𝑛 + 𝑎2𝑏𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏1(反序乘積之和)        (1.2.1) 

其中𝑗1, … , 𝑗𝑛為1,2, … , 𝑛的任意排列。且等號只在𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛或𝑏1 = 𝑏2 =

⋯ = 𝑏𝑛時成立。 

【證】 

令𝐴 = 𝑎1𝑏𝑗1 + 𝑎2𝑏𝑗2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑗𝑛  

若𝑗𝑛 ≠ 𝑛，且假設𝑏𝑛所在的項為𝑎𝑗𝑚𝑏𝑛, 由(𝑎𝑛 − 𝑎𝑗𝑚)(𝑏𝑛 − 𝑏𝑗𝑛) ≥ 0，得 

𝑎𝑛𝑏𝑛 + 𝑎𝑗𝑚𝑏𝑗𝑛 ≥ 𝑎𝑗𝑚𝑏𝑛 + 𝑎𝑛𝑏𝑗𝑛  

即，若𝑗𝑛 ≠ 𝑛時，對調𝑏𝑛與𝑏𝑗𝑛的位置，其餘不動，得到𝐴1，則𝐴1 ≥ 𝐴。 

接著，若𝑗𝑛−1 ≠ 𝑛 − 1時，比照上述的方法，得到 

𝑎𝑛−1𝑏𝑛−1 + 𝑎𝑗𝑚𝑏𝑗𝑛−1 ≥ 𝑎𝑗𝑚𝑏𝑛−1 + 𝑎𝑛−1𝑏𝑗𝑛−1 

對調𝑏𝑛−1與𝑏𝑗𝑛−1的位置，其餘不動，得到𝐴2，則𝐴2 ≥ 𝐴1 ≥ 𝐴。 

依此，重複進行，最後可得 

𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑛 ≥ 𝐴 

(若某些𝑗𝑘 = 𝑘，則跳過不進行對調) 

同理可證 

𝐴 ≥ 𝑎1𝑏𝑛 + 𝑎2𝑏𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏1 

 

顯然𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛且𝑏1 = 𝑏2 = ⋯ = 𝑏𝑛時，等式成立 

若{𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛}及{𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛}不完全相等時，必有 

𝑎1 < 𝑎𝑛且𝑏1 < 𝑏𝑛，由前面的結果可知 

𝑎1𝑏1 + 𝑎𝑛𝑏𝑛 > 𝑎1𝑏𝑛 + 𝑎𝑛𝑏1 

且 

𝑎2𝑏2 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑏𝑛−1 ≥ 𝑎2𝑏𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑏2 

可得 

𝑎1𝑏1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑛 > 𝑎1𝑏𝑛 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏1 

即(1.2.1)式的兩個等式至少有一個不成立。 

 

【利用排序不等式證明平均值不等式】 

不常其一般性，假設0 < 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛 

令𝑦𝑘 =
𝑎1×⋯×𝑎𝑘

𝐺𝑛
𝑘 , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛.  

由排序不等式，得 



𝑦1 ×
1

𝑦1
+⋯+ 𝑦𝑛 ×

1

𝑦𝑛
≤ 𝑦1 ×

1

𝑦𝑛
+ 𝑦2 ×

1

𝑦1
⋯+ 𝑦𝑛 ×

1

𝑦𝑛−1
 

(反序乘積之和≤亂序乘積之和) 

=
𝑎1
𝐺𝑛

×
𝐺𝑛
𝑛

𝐺𝑛
𝑛 +

𝑎1𝑎2
𝐺𝑛2

𝐺𝑛
1

𝑎1
+⋯+

𝐺𝑛
𝑛

𝐺𝑛
𝑛

𝐺𝑛
𝑛−1

𝑎1 ×⋯× 𝑎𝑛−1
=
𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛

𝐺𝑛
 

得證 

當𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛，𝐴𝑛 = 𝐺𝑛 

若𝑎1, … , 𝑎𝑛不全等，假設𝑎1 ≠ 𝑎2，令b =
𝑎1+𝑎2

2
，則𝑎1𝑎2 < 𝑏2, 𝑎1 + 𝑎2 = 𝑏 + 𝑏 

得 

𝐺𝑛 < √𝑏 × 𝑏 × 𝑎3 ×⋯× 𝑎𝑛
𝑛

≤
𝑏 + 𝑏 + 𝑎3 ×⋯× 𝑎𝑛

𝑛
= 𝐴𝑛 

故𝐴𝑛 = 𝐺𝑛只在𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛時成立 

 

1.3 契比雪夫不等式 

設𝑎1, … , 𝑎𝑛, 𝑏1, … , 𝑏𝑛滿足𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛且𝑏1 ≤ 𝑏2 ≤ ⋯ ≤ 𝑏𝑛 

則 

∑𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘+1

𝑛

𝑘=1

≤
1

𝑛
∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

∑𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

≤ ∑𝑎𝑘𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

 

且等號只在𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛或𝑏1 = 𝑏2 = ⋯ = 𝑏𝑛時成立。 

【證】  

顯然 

𝑛∑𝑎𝑘𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

−∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

∑𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

= ∑(𝑎𝑘 (𝑛𝑏𝑘 −∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

))

𝑛

𝑘=1

= ∑∑(𝑎𝑘𝑏𝑘 − 𝑎𝑘𝑏𝑗)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑘=1

=∑∑(𝑎𝑗𝑏𝑗 − 𝑎𝑗𝑏𝑘)

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑗=1

=
1

2
∑∑(𝑎𝑘𝑏𝑘 + 𝑎𝑗𝑏𝑗 − 𝑎𝑘𝑏𝑗 − 𝑎𝑗𝑏𝑘)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑘=1

=
1

2
∑∑(𝑎𝑘 − 𝑎𝑗)(𝑏𝑘 − 𝑏𝑗)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑘=1

≥ 0 

(因為最後一項的(𝑎𝑘 − 𝑎𝑗)和(𝑏𝑘 − 𝑏𝑗)會是同號或 0) 

同上，改寫為 



𝑛∑𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘+1

𝑛

𝑘=1

−∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

∑𝑏𝑛−𝑘+1

𝑛

𝑘=1

= ∑(𝑎𝑘 (𝑛𝑏𝑛−𝑘+1 −∑𝑏𝑛−𝑗+1

𝑛

𝑗=1

))

𝑛

𝑘=1

= ∑∑(𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘+1 − 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑗+1)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑘=1

=∑∑(𝑎𝑗𝑏𝑛−𝑗+1 − 𝑎𝑗𝑏𝑛−𝑘+1)

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑗=1

=
1

2
∑∑(𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘+1 + 𝑎𝑗𝑏𝑛−𝑗+1 − 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑗+1 − 𝑎𝑗𝑏𝑛−𝑘+1)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑘=1

=
1

2
∑∑(𝑎𝑘 − 𝑎𝑗)(𝑏𝑛−𝑘+1 − 𝑏𝑛−𝑗+1)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑘=1

≤ 0 

 

另外，也可由排序不等式得證： 

∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

∑𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

= ∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

(𝑏1 +⋯+ 𝑏𝑛) 

可拆解成𝑛個不同的𝑎1𝑏𝑗1 + 𝑎2𝑏𝑗2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑗𝑛的和，由排序不等式得證。 

 

二、 平均值不等式的應用 

【例 1】𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅+,
1

𝑎
+

1

𝑏
= 1, 則對所有正整數𝑛， 

(𝑎 + 𝑏)𝑛 − 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 ≥ 22𝑛 − 2𝑛+1 

【解】 

𝑛 = 1時成立，假設𝑛 = 𝑘時也成立，則當𝑛 = 𝑘 + 1時 

由
1

𝑎
+

1

𝑏
= 1,得𝑎 + 𝑏 = 𝑎𝑏, 故𝑎𝑏 = 𝑎 + 𝑏 ≥ 2√𝑎𝑏, 即𝑎𝑏 = 𝑎 + 𝑏 ≥ 4，得 

(𝑎 + 𝑏)𝑘+1 − 𝑎𝑘+1 − 𝑏𝑘+1 = (𝑎 + 𝑏)[(𝑎 + 𝑏)𝑘 − 𝑎𝑘 − 𝑏𝑘] + 𝑎𝑘𝑏 + 𝑎𝑏𝑘

≥ 4[22𝑘 − 2𝑘+1] + 2√𝑎𝑘+1𝑏𝑘+1 ≥ 22𝑘+2 − 2𝑘+3 + 2𝑘+2

= 22(𝑘+1) − 2(𝑘+1)+1 

【例 2】𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅+，試證 

𝑎

𝑏
+
𝑏

𝑐
+
𝑐

𝑎
≤ (

𝑏

𝑎
)
2

+ (
𝑐

𝑏
)
2

+ (
𝑎

𝑐
)
2

 

【解】 

由平均值不等式，得 

𝑎

𝑏
=

𝑐

𝑏

𝑎

𝑐
≤

1

2
[(

𝑐

𝑏
)
2

+ (
𝑎

𝑐
)
2

]，
𝑏

𝑐
=

𝑎

𝑐

𝑏

𝑎
≤

1

2
[(

𝑎

𝑐
)
2

+ (
𝑏

𝑎
)
2

]，
𝑐

𝑎
=

𝑏

𝑎

𝑐

𝑏
≤

1

2
[(

𝑏

𝑎
)
2

+ (
𝑐

𝑏
)
2

] 



三式相加，得證 

 

【例 3】 

假設𝑛是大於等於 3 的自然數，給定實數𝑎1, … , 𝑎𝑛，令  

𝑚 = min{|𝑎𝑖 − 𝑎𝑗|, 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛} 

求條件∑ 𝑎𝑖
2𝑛

𝑖=1 = 1下，𝑚的最大值。 

【解】 

不失其一般性，假設𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛，則𝑎𝑗 − 𝑎𝑖 ≥ (𝑗 − 𝑖)𝑚 

∑ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
2

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

= (𝑛 − 1)∑𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

− 2 ∑ 𝑎𝑖𝑎𝑗
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

= (𝑛 − 1)∑𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

− [(∑𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2

−∑𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

] ≤ 𝑛∑𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

= 𝑛 

又 

∑ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
2

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

≥ 𝑚2 ∑ (𝑗 − 𝑖)2

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

= 𝑚2∑ (𝑛 − 𝑘)𝑘2
𝑛−1

𝑘=1

= 𝑚2𝑛∑ 𝑘2
𝑛−1

𝑘=1
−𝑚2∑ 𝑘3

𝑛−1

𝑘=1

= 𝑚2𝑛
(𝑛 − 1)𝑛(2(𝑛 − 1) + 1)

6
− 𝑚2

(𝑛 − 1)2𝑛2

4

= 𝑚2𝑛2(𝑛 − 1)
4𝑛 − 2 − 3𝑛 + 3

12
=
𝑚2𝑛2(𝑛2 − 1)

12
 

所以𝑛 ≥
𝑚2𝑛2(𝑛2−1)

12
, 得𝑚 ≤ √

12

𝑛(𝑛2−1)
 

當𝑎1, … , 𝑎𝑛是等差數列，且∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 = 0時，等號成立。故𝑚的最大值為√

12

𝑛(𝑛2−1)
 

 

【例 4】 

𝑓(𝑥) =
𝑎

𝑎2 − 1
(𝑎𝑥 − 𝑎−𝑥)(𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1) 

試證：對正整數𝑛 ≥ 2，有𝑓(𝑛) > 𝑛 

【證】 

𝑛 ≥ 2，由平均值不等式 



𝑓(𝑛) =
𝑎

𝑎2 − 1
(𝑎𝑛 − 𝑎−𝑛) =

𝑎

𝑎2 − 1
(𝑎𝑛 −

1

𝑎𝑛
)

=
𝑎

𝑎2 − 1
(𝑎 −

1

𝑎
) (𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2

1

𝑎
+ 𝑎𝑛−3

1

𝑎2
+⋯+

1

𝑎𝑛−1
)

≥
𝑎

𝑎2 − 1
(𝑎 −

1

𝑎
)𝑛√𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 ×⋯× 𝑎 ×

1

𝑎
×⋯×

1

𝑎𝑛−1

𝑛

= 𝑛 

(附註：⁡𝑓(1) = 1) 

 

【例 5】設𝑥 > 0，試證2 √𝑥
12

+ 2 √𝑥
4

≥ 2 × 2 √𝑥
6

 

【證】 

由平均值不等式 

2 √𝑥
12

+ 2 √𝑥
4

≥ 2√2 √𝑥
12

+ √𝑥
4

= 2 × 2
√𝑥

12
+ √𝑥
4

2 ≥ 2 × 2
√𝑥

1
12𝑥

1
4 = 2 × 2 √𝑥

6

 

 

【例 6】𝑎𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛; 𝑎1 ×⋯× 𝑎𝑛 = 1，試證 

(2 + 𝑎1) × (2 + 𝑎2) × ⋯× (2 + 𝑎𝑛) ≥ 3𝑛 

【證】 

由2 + 𝑎𝑖 = 1 + 1 + 𝑎𝑖 ≥ 3√𝑎𝑖
3  

得 

(2 + 𝑎1) × (2 + 𝑎2) × ⋯× (2 + 𝑎𝑛) ≥ 3𝑛√𝑎1 ×⋯× 𝑎𝑛
3 = 3𝑛 

 

【例 7】已知𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0，試證 

6(𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3)2 ≤ (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3 

【證】 

因𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0，不失其一般性，假設𝑥𝑦 ≥ 0，𝑧 = −𝑥 − 𝑦 = −(𝑥 + 𝑦) 

故𝑧2 = (𝑥 + 𝑦)2，可得 

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3 = 8(𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2)3 

其中 

𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 =
𝑥(𝑥 + 𝑦)

2
+
𝑦(𝑥 + 𝑦)

2
+
𝑥2 + 𝑦2

2
≥ 3√

𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦)2

4

𝑥2 + 𝑦2

2

3

≥ 3√
𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦)2

4
𝑥𝑦

3

= 3√
𝑥2𝑦2𝑧2

4

3

 

故 



(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3 ≥ 8 ×
27

4
𝑥2𝑦2𝑧2 = 54 ×

(𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3)2

9
= 6(𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3)2 

(附註：(𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3)2 = (−3𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦2)2 = 9(𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦))2 = 9𝑥2𝑦2𝑧2 ) 

 

【例 8】假設𝑎1, … , 𝑎𝑛, 𝑏1, … , 𝑏𝑛均為正值且滿足𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛 ≤ 1，𝑏1 +

𝑏2 +⋯+ 𝑏𝑛 ≤ 𝑛。試證： 

(
1

𝑎1
+
1

𝑏1
) (

1

𝑎2
+

1

𝑏2
)⋯(

1

𝑎𝑛
+

1

𝑏𝑛
) ≥ (𝑛 + 1)𝑛 

【證】由平均值不等式與假設 

𝑎1 ×⋯× 𝑎𝑛 ≤ (
𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛
)
𝑛

≤ (
1

𝑛
)
𝑛

 

𝑏1 ×⋯× 𝑏𝑛 ≤ (
𝑏1 + 𝑏2 +⋯+ 𝑏𝑛

𝑛
)
𝑛

≤ 1 

又 

1

𝑎𝑖
+
1

𝑏𝑖
=

1

𝑛𝑎𝑖
+⋯+

1

𝑛𝑎𝑖
+
1

𝑏𝑖
≥ (𝑛 + 1) √(

1

𝑛𝑎𝑖
)
𝑛 1

𝑏𝑖

𝑛+1

 

可得 

(
1

𝑎1
+
1

𝑏1
) (

1

𝑎2
+

1

𝑏2
)⋯(

1

𝑎𝑛
+

1

𝑏𝑛
)

≥ (𝑛 + 1)𝑛 √(
1

𝑛𝑛
)
𝑛 1

(𝑎1 ×⋯× 𝑎𝑛)
𝑛

1

𝑏1 ×⋯× 𝑏𝑛

𝑛+1

≥ (𝑛 + 1)𝑛 

 

【例 9】𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅+，試證 

𝑎𝑏𝑐 ≥ (𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑎 + 𝑐 − 𝑏)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎) 

【證】 

(1)若(𝑎 + 𝑏 − 𝑐), (𝑎 + 𝑐 − 𝑏), (𝑏 + 𝑐 − 𝑎)有負值，假設𝑎 + 𝑏 − 𝑐 < 0 

   則𝑐 > 𝑎 + 𝑏，即(𝑎 + 𝑐 − 𝑏), (𝑏 + 𝑐 − 𝑎)均為正值 

   此時(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑎 + 𝑐 − 𝑏)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎) < 0 

   不等式成立 

(2)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐), (𝑎 + 𝑐 − 𝑏), (𝑏 + 𝑐 − 𝑎)均為非負值，則由平均值不等式，得 

√(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎) ≤
(𝑎 + 𝑏 − 𝑐) + (𝑏 + 𝑐 − 𝑎)

2
= 𝑏 

√(𝑎 + 𝑐 − 𝑏)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎) ≤
(𝑎 + 𝑐 − 𝑏) + (𝑏 + 𝑐 − 𝑎)

2
= 𝑐 

√(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑎 + 𝑐 − 𝑏) ≤
(𝑎 + 𝑏 − 𝑐) + (𝑎 + 𝑐 − 𝑏)

2
= 𝑎 



  三式相乘，得證 

 

【例 10】𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅+，試證 

𝑎

√𝑎2 + 8𝑏𝑐
+

𝑏

√𝑏2 + 8𝑎𝑐
+

𝑐

√𝑎2 + 8𝑎𝑏
≥ 1 

【證】 

若能證明
𝑎

√𝑎2+8𝑏𝑐
≥

𝑎4/3

𝑎4/3+𝑏4/3+𝑐4/3
 則可得證 

𝑎

√𝑎2+8𝑏𝑐
≥

𝑎4/3

𝑎4/3+𝑏4/3+𝑐4/3
等價於(𝑎4/3 + 𝑏4/3 + 𝑐4/3)

2
≥ 𝑎2/3(𝑎2 + 8𝑏𝑐) 

由平均值不等式 

(𝑎4/3 + 𝑏4/3 + 𝑐4/3)
2
− (𝑎

4
3)

2

= (𝑏
4
3 + 𝑐

4
3) (𝑎

4
3 + 𝑎

4
3 + 𝑏

4
3 + 𝑐

4
3)

≥ 2𝑏
2
3𝑐

2
3 × 4(𝑎

2
3𝑏

1
3𝑐

1
3) = 8𝑎

2
3𝑏𝑐 

可得 

(𝑎4/3 + 𝑏4/3 + 𝑐4/3)
2
≥ (𝑎

4
3)

2

+ 8𝑎
2
3𝑏𝑐 = 𝑎

2
3(𝑎2 + 8𝑏𝑐) 

可得 

𝑎

√𝑎2 + 8𝑏𝑐
≥

𝑎4/3

𝑎4/3 + 𝑏4/3 + 𝑐4/3
 

同理可得 

𝑏

√𝑏2 + 8𝑎𝑐
≥

𝑏4/3

𝑎4/3 + 𝑏4/3 + 𝑐4/3
 

𝑐

√𝑐2 + 8𝑎𝑏
≥

𝑐4/3

𝑎4/3 + 𝑏4/3 + 𝑐4/3
 

得證 

 

 

【例 11】𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅+，求 

𝑎 + 3𝑐

𝑎 + 2𝑏 + 𝑐
+

4𝑏

𝑎 + 𝑏 + 2𝑐
−

8𝑐

𝑎 + 𝑏 + 3𝑐
 

的最小值 

【解法 1】 

令𝑥 = 𝑎 + 2𝑏 + 𝑐, 𝑦 = 𝑎 + 𝑏 + 2𝑐, 𝑧 = 𝑎 + 𝑏 + 3𝑐 

可得 

𝑥 − 𝑦 = 𝑏 − 𝑐, 𝑧 − 𝑦 = 𝑐 

由此得 



𝑎 + 3𝑐 = 2𝑦 − 𝑥, 𝑏 = 𝑧 + 𝑥 − 2𝑦, 𝑐 = 𝑧 − 𝑦 

𝑎 + 3𝑐

𝑎 + 2𝑏 + 𝑐
+

4𝑏

𝑎 + 𝑏 + 2𝑐
−

8𝑐

𝑎 + 𝑏 + 3𝑐
=
2𝑦 − 𝑥

𝑥
+
4(𝑧 + 𝑥 − 2𝑦)

𝑦
−
8(𝑧 − 𝑦)

𝑧

= −17 + 2
𝑦

𝑥
+ 4

𝑥

𝑦
+ 4

𝑧

𝑦
+ 8

𝑦

𝑧
≥ −17 + 2√8 + 2√32

= −17 + 12√2 

【解法 2】 

假設𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1, 則 

𝑎 + 3𝑐

𝑎 + 2𝑏 + 𝑐
+

4𝑏

𝑎 + 𝑏 + 2𝑐
−

8𝑐

𝑎 + 𝑏 + 3𝑐
=
1 − 𝑏 + 2𝑐

1 + 𝑏
+

4𝑏

1 + 𝑐
−

8𝑐

1 + 2𝑐

= −1 +
2 + 2𝑐

1 + 𝑏
+
4 + 4𝑏

1 + 𝑐
−

4

1 + 𝑐
+

4

1 + 2𝑐
− 4

= −5 + 2
1 + 𝑐

1 + 𝑏
+ 4

1 + 𝑏

1 + 𝑐
−

4𝑐

1 + 3𝑐 + 2𝑐2

≥ −5 + 2√8 −
4

1
𝑐 + 3 + 2𝑐

≥ −5 + 4√2 −
4

3 + 2√2

= −5 + 4√2 −
4(3 − 2√2)

9 − 8
= −17 + 12√2 

 

【例 12】𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅+且𝑎𝑏𝑐 = 1，求(𝑎 − 1 +
1

𝑏
) (𝑏 − 1 +

1

𝑐
) (𝑐 − 1 +

1

𝑎
)的最大值 

【解】 

當𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 1時，(𝑎 − 1 +
1

𝑏
) (𝑏 − 1 +

1

𝑐
) (𝑐 − 1 +

1

𝑎
) = 1 

由於(𝑎 − 1 +
1

𝑏
) (𝑏 − 1 +

1

𝑐
) (𝑐 − 1 +

1

𝑎
)是對稱的，我們嘗試證明 

(𝑎 − 1 +
1

𝑏
) (𝑏 − 1 +

1

𝑐
) (𝑐 − 1 +

1

𝑎
) ≤ 1 

令𝑎 =
𝑥

𝑦
, 𝑏 =

𝑦

𝑧
, 𝑐 =

𝑧

𝑥
, 則上式相當於證明 

(𝑥 − 𝑦 + 𝑧)(𝑦 − 𝑧 + 𝑥)(𝑧 − 𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑥𝑦𝑧 

令𝑢 = 𝑥 − 𝑦 + 𝑧, 𝑣 = 𝑦 − 𝑧 + 𝑥, 𝑤 = 𝑧 − 𝑥 + 𝑦 

𝑢, 𝑣, 𝑤任兩個之和為正，最多只有一個為負，有負值時，不等式一定成立。 

故只考慮均為正的情形 

由平均值不等式， 

√𝑢𝑣 = √(𝑥 − 𝑦 + 𝑧)(𝑦 − 𝑧 + 𝑥) ≤
2𝑥

2
= 𝑥 



√𝑣𝑤 = √(𝑧 − 𝑥 + 𝑦)(𝑦 − 𝑧 + 𝑥) ≤
2𝑦

2
= 𝑦 

√𝑢𝑤 = √(𝑥 − 𝑦 + 𝑧)(𝑧 − 𝑥 + 𝑦) ≤
2𝑧

2
= 𝑧 

三式相乘，得證。 

 

【例 13】設𝑃為∆𝐴𝐵𝐶內一點，𝐷, 𝐸, 𝐹分別為𝑃到𝐵𝐶, 𝐴𝐵, 𝐶𝐴各邊的垂足，試找出

讓𝑃𝐷 × 𝑃𝐸 × 𝑃𝐹最大的𝑃 

【解】 

∆𝐴𝐵𝐶內角分別為𝐴, 𝐵, 𝐶，對邊分別為𝑎, 𝑏, 𝑐, 又假設∆𝐴𝐵𝐶面積為𝑆 

設𝑃𝐷 = 𝑥, 𝑃𝐸 = 𝑦, 𝑃𝐹 = 𝑧， 

𝑆1(∆𝑃𝐵𝐶面積) =
1

2
𝑎𝑥, 𝑆2(∆𝑃𝐶𝐴面積) =

1

2
𝑏𝑦, 𝑆3(∆𝑃𝐴𝐵面積) =

1

2
𝑐𝑧 

所以有𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 2(𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3) = 2𝑆 

由平均值不等式 

𝑎𝑥 × 𝑏𝑦 × 𝑐𝑧 ≤ (
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧

3
)
3

= (
2𝑆

3
)
3

 

即 

𝑥𝑦𝑧 ≤
8𝑆3

27𝑎𝑏𝑐
 

等號只在𝑎𝑥 = 𝑏𝑦 = 𝑐𝑧時成立。即𝑆1 = 𝑆2 = 𝑆3 =
1

3
𝑆時𝑥𝑦𝑧最大，即𝑃為∆𝐴𝐵𝐶的

重心。 

 

【例 14】證明： lim
n→∞

√𝑛
𝑛

= 1 

【證】由平均值不等式 

√𝑛
𝑛

= √√𝑛 × √𝑛 × 1 ×⋯× 1
𝑛

≤
1

𝑛
(2√𝑛 + 𝑛 − 2) = 1 + 2 ×

√𝑛 − 1

𝑛
< 1 +

2

√𝑛
 

可得 

0 < √𝑛
𝑛

− 1 <
2

√𝑛
 

顯然不等式的右邊在𝑛趨近無窮大時，會趨近於 0 

得證 

 

【例 15】0 < 𝑎1 < 3, 𝑎𝑛+1 = √𝑎𝑛(3 − 𝑎𝑛). 試證：數列{𝑎𝑛}單調遞增，且有上

界 

【證】 



0 < 𝑎1 < 3，所以𝑎1(3 − 𝑎1) > 0，由平均值不等式， 

0 < 𝑎2 = √𝑎1(3 − 𝑎1) ≤
3

2
 

若𝑎𝑘 ≤
3

2
, 則 

0 < 𝑎𝑘+1 = √𝑎𝑘(3 − 𝑎𝑘) ≤
3

2
 

由數學歸納法，{𝑎𝑛}有上界，又對任意𝑛 > 1 

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = √𝑎𝑛(3 − 𝑎𝑛) − 𝑎𝑛 = √𝑎𝑛(√3 − 𝑎𝑛 −√𝑎𝑛) =
√𝑎𝑛(3 − 2𝑎𝑛)

√3 − 𝑎𝑛 +√𝑎𝑛
≥ 0 

故{𝑎𝑛}單調遞增。得證 

 

三、 柯西不等式 

設𝑎1, … , 𝑎𝑛, 𝑏1, … , 𝑏𝑛是任意實數，則 

(𝑎1𝑏1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑛)
2 ≤ (𝑎1

2 + 𝑎2
2 +⋯+ 𝑎𝑛

2)(𝑏1
2 + 𝑏2

2 +⋯+ 𝑏𝑛
2) 

等號只在
𝑎1

𝑏1
=

𝑎2

𝑏2
= ⋯ =

𝑎𝑛

𝑏𝑛
時成立 

【證明一】 

令𝐴𝑛 = ∑ 𝑎𝑖
2𝑛

𝑖=1 ≠ 0, 𝐶𝑛 = ∑ 𝑏𝑖
2𝑛

𝑖=1 ≠ 0, 

  𝑥𝑖 =
𝑎𝑖

√𝐴𝑛
, 𝑦𝑖 =

𝑏𝑖

√𝐶𝑛
 

則∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1 = ∑ 𝑦𝑖
2𝑛

𝑖=1 = 1 

原不等式等價於∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1 ≤ 1 

即2∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1 ≤ 1 + 1 = ∑ 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1 + ∑ 𝑦𝑖

2𝑛
𝑖=1  

此式又等價於∑ (𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2𝑛

𝑖=1 ≥ 0 

此式顯然成立 

等號成立的充要條件是𝑥𝑖 = 𝑦𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

得原不等式成立，且等號成立的充要件是𝑏𝑖 = 𝑘𝑎𝑖, 𝑘 =
√𝐶𝑛

√𝐴𝑛
 

 

【證明二】(比值法) 

令𝑥𝑖 =
|𝑎𝑖|

√𝐴𝑛
, 𝑦𝑖 =

|𝑏𝑖|

√𝐶𝑛
，則∑ 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1 = ∑ 𝑦𝑖

2𝑛
𝑖=1 = 1 

|∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖
𝑛
𝑖=1 |

√𝐴𝑛√𝐶𝑛
≤∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

≤∑
1

2
(𝑥𝑖

2 + 𝑦𝑖
2)

𝑛

𝑖=1

= 1 

且等號成立的充要條件是 



|∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖
𝑛

𝑖=1
| =∑ |𝑎𝑖𝑏𝑖|

𝑛

𝑖=1
 

𝑎𝑖
2

∑ 𝑎𝑖
2𝑛

𝑖=1

=
𝑏𝑖
2

∑ 𝑏𝑖
2𝑛

𝑖=1

 

第一個條件是𝑎𝑖𝑏𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

第二個條件是
|𝑎𝑖|

|𝑏𝑖|
= 𝑘, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛; 𝑘是常數 

這兩個條件等價於
𝑎1

𝑏1
=

𝑎2

𝑏2
= ⋯ =

𝑎𝑛

𝑏𝑛
 

 

【證明三】(比值法二) 

令𝐴𝑛 = 𝑎1
2 + 𝑎2

2 +⋯+ 𝑎𝑛
2 , 𝐵𝑛 = 𝑎1𝑏1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑛, 𝐶𝑛 = 𝑏1

2 + 𝑏2
2 +⋯+ 𝑏𝑛

2 

則 

𝐴𝑛𝐶𝑛
𝐵𝑛2

+ 1 =∑
𝑎𝑖
2𝐶𝑛
𝐵𝑛2

𝑛

𝑖=1

+∑
𝑏𝑖
2

𝐶𝑛

𝑛

𝑖=1

=∑(
𝑎𝑖
2𝐶𝑛
𝐵𝑛2

+
𝑏𝑖
2

𝐶𝑛
)

𝑛

𝑖=1

≥ 2∑
|𝑎𝑖𝑏𝑖|

|𝐵𝑛|

𝑛

𝑖=1

≥ 2 

所以 

𝐴𝑛𝐶𝑛
𝐵𝑛2

≥ 1 

即𝐵𝑛
2 ≤ 𝐴𝑛𝐶𝑛 

等號只在
𝑎1

𝑏1
=

𝑎2

𝑏2
= ⋯ =

𝑎𝑛

𝑏𝑛
為時成立 

 

【證明四】(歸納法) 

直接證更強的結果：∑ |𝑎𝑖𝑏𝑖|
𝑛
𝑖=1 ≤ √∑ 𝑎𝑖

2𝑛
𝑖=1 √∑ 𝑏𝑖

2𝑛
𝑖=1  

(1)⁡𝑛 = 2 

   (𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2)
2 = 𝑎1

2𝑏1
2 + 2𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 + 𝑎2

2𝑏2
2 ≤ 𝑎1

2𝑏1
2 + 𝑎1

2𝑏2
2 + 𝑎2

2𝑏1
2 + 𝑎2

2𝑏2
2 =

(𝑎1
2 + 𝑎2

2)(𝑏1
2 + 𝑏2

2) 

等號只在
𝑎1

𝑏1
=

𝑎2

𝑏2
時成立 

(2)⁡𝑛 = 𝑘時命題成立，則當𝑛 = 𝑘 + 1時 



√∑𝑎𝑖
2

𝑘+1

𝑖=1

√∑𝑏𝑖
2

𝑘+1

𝑖=1

= √∑𝑎𝑖
2 + 𝑎𝑘+1

2

𝑘

𝑖=1

√∑𝑏𝑖
2 + 𝑏𝑘+1

2

𝑘

𝑖=1

≥ √∑𝑎𝑖
2

𝑘

𝑖=1

√∑𝑏𝑖
2

𝑘

𝑖=1

+ |𝑎𝑘+1𝑏𝑘+1| ≥ ∑|𝑎𝑖𝑏𝑖|

𝑘

𝑖=1

+ |𝑎𝑘+1𝑏𝑘+1| 

(上式不等式由𝑛 = 2 ，𝑐1 = √∑ 𝑎𝑖
2𝑘

𝑖=1 , 𝑑1 = √∑ 𝑏𝑖
2𝑘

𝑖=1 , 𝑐2 = |𝑎𝑘+1|, 𝑑2 = |𝑏𝑘+1| 

(𝑐1𝑑1 + 𝑐2𝑑2)
2 ≤ (𝑐1

2 + 𝑐2
2)(𝑑1

2 + 𝑑2
2) 

可得) 

得證 

 

【證明五】(內積法) 

令𝛼 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛), β = (𝑏1, … , 𝑏𝑛)，對任意實數𝑡 

0 ≤ (𝛼 + 𝑡𝛽) ∙ (𝛼 + 𝑡𝛽) = 𝛼 ∙ 𝛼 + 2α ∙ βt + β ∙ β𝑡2

=∑𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+ 2𝑡∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖
𝑛

𝑖=1
+ 𝑡2∑𝑏𝑖

2

𝑛

𝑖=1

 

            𝑡 是任意實數，所以 

           (∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖
𝑛
𝑖=1 )2 − ∑ 𝑎𝑖

2𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑏𝑖

2𝑛
𝑖=1 ≤ 0 

           得證 

 

四、 柯西不等式的應用 

【例 1】𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅+且𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1，求證 

        
1

𝑎
+

4

𝑏
+

9

𝑐
≥ 36 

【證】由柯西不等式，得 

1

𝑎
+
4

𝑏
+
9

𝑐
= (

1

𝑎
+
4

𝑏
+
9

𝑐
) (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) ≥ (√𝑎 ×

1

√𝑎
+ √𝑏 ×

2

√𝑏
+ √𝑐 ×

3

√𝑐
)
2

= 36 

 

【例 2】𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅+且𝑎𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑏𝑠𝑖𝑛2𝛼 < 𝑐，求證 

√𝑎𝑐𝑜𝑠2𝛼 + √𝑏𝑠𝑖𝑛2𝛼 < √𝑐 

【證】由柯西不等式，得 



√𝑎𝑐𝑜𝑠2𝛼 + √𝑏𝑠𝑖𝑛2𝛼 = √𝑎𝑐𝑜𝑠𝛼 × 𝑐𝑜𝑠𝛼 + √𝑏𝑠𝑖𝑛𝛼 × 𝑠𝑖𝑛𝛼

≤ [(√𝑎𝑐𝑜𝑠𝛼)
2
+ (√𝑏𝑠𝑖𝑛𝛼)

2
]

1
2
(𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑠𝑖𝑛2𝛼)

1
2

= [𝑎𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑏𝑠𝑖𝑛2𝛼]
1
2 < √𝑐 

 

【例 3】設𝑎𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛且∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 = 1。求證  

𝑎1
2

𝑎1 + 𝑎2
+

𝑎2
2

𝑎2 + 𝑎3
+⋯+

𝑎𝑛
2

𝑎𝑛 + 𝑎1
≥
1

2
 

【證】 

令𝑎𝑛+1 = 𝑎1,⁡由柯西不等式，得 

(∑𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2

= (∑
𝑎𝑖

√𝑎𝑖 + 𝑎𝑖+1

𝑛

𝑖=1

× √𝑎𝑖 + 𝑎𝑖+1)

2

≤∑
𝑎𝑖
2

𝑎𝑖 + 𝑎𝑖+1

𝑛

𝑖=1

×∑(𝑎𝑖 + 𝑎𝑖+1)

𝑛

𝑖=1

= 2∑
𝑎𝑖
2

𝑎𝑖 + 𝑎𝑖+1

𝑛

𝑖=1

×∑𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 

∑
𝑎𝑖
2

𝑎𝑖 + 𝑎𝑖+1

𝑛

𝑖=1

≥
1

2
∑𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

=
1

2
 

【例 4】𝑥 ∈ (0,
𝜋

2
), 𝑛是自然數。求證 

(
1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑛𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑛𝑥
)(

1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥
) ≥ (2𝑛 − 1)2 

【證】 

1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑛𝑥 = (1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥)(1 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛4𝑥 +⋯+ 𝑠𝑖𝑛2(𝑛−1)𝑥)

= 𝑐𝑜𝑠2𝑥(1 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛4𝑥 +⋯+ 𝑠𝑖𝑛2(𝑛−1)𝑥) 

1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥 = (1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥)(1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠4𝑥 +⋯+ 𝑐𝑜𝑠2(𝑛−1)𝑥)

= 𝑠𝑖𝑛2𝑥(1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠4𝑥 +⋯+ 𝑐𝑜𝑠2(𝑛−1)𝑥) 

由柯西不等式 



(
1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑛𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑛𝑥
)(

1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥
)

=
1

𝑠𝑖𝑛2𝑛−2𝑥
(1 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛4𝑥 + ⋯+ 𝑠𝑖𝑛2(𝑛−1)𝑥)

×
1

𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥
(1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠4𝑥 + ⋯+ 𝑐𝑜𝑠2(𝑛−1)𝑥)

= (1 +
1

𝑠𝑖𝑛2𝑥
+

1

𝑠𝑖𝑛4𝑥
+⋯+

1

𝑠𝑖𝑛2𝑛−2𝑥
) (1 +

1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
+

1

𝑐𝑜𝑠4𝑥
+⋯

+
1

𝑐𝑜𝑠2𝑛−2𝑥
)

≥ [1 +
1

𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥
+

1

(𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥)2
+⋯+

1

(𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑛−1
]
2

= [1 +
2

𝑠𝑖𝑛2𝑥
+

4

(𝑠𝑖𝑛2𝑥)4
+⋯+

2𝑛−1

(𝑠𝑖𝑛2𝑥)𝑛−1
]

2

≥ (1 + 2 + 22 +⋯+ 2𝑛−1)2 = (2𝑛 − 1)2 

 

【例 5】𝑎𝑖 ∈ 𝑅+, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛。證明： 

1

1
1 + 𝑎1

+
1

1 + 𝑎2
+⋯+

1
1 + 𝑎𝑛

−
1

1
𝑎1

+
1
𝑎2

+⋯+
1
𝑎𝑛

≥
1

𝑛
 

【證】 

令∑
1

𝑎𝑖

𝑛
𝑖=1 = 𝑎，則∑

𝑎𝑖+1

𝑎𝑖

𝑛
𝑖=1 = 𝑛 + 𝑎。由柯西不等式 

∑
𝑎𝑖

1 + 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

×∑
𝑎𝑖 + 1

𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

≥ 𝑛2 

所以∑
𝑎𝑖

1+𝑎𝑖

𝑛
𝑖=1 ≥

𝑛2

𝑛+𝑎
及 

∑
1

1 + 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

=∑(1 −
𝑎𝑖

1 + 𝑎𝑖
)

𝑛

𝑖=1

= 𝑛 −∑
𝑎𝑖

1 + 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

≤ 𝑛 −
𝑛2

𝑛 + 𝑎
=

𝑛𝑎

𝑛 + 𝑎
 

可得 

1

1
1 + 𝑎1

+
1

1 + 𝑎2
+⋯+

1
1 + 𝑎𝑛

−
1

1
𝑎1

+
1
𝑎2

+⋯+
1
𝑎𝑛

≥
1
𝑛𝑎

𝑛 + 𝑎

−
1

𝑎
=
𝑛 + 𝑎 − 𝑛

𝑛𝑎
=
1

𝑛
 

 

 

 



【例 6】證明滿足條件 

(1)∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 ≥ 𝑛2⁡⁡⁡(2) ∑ 𝑎𝑖

2𝑛
𝑖=1 ≤ 𝑛3 + 1 

的整數𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛只有(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = (𝑛, 𝑛, … , 𝑛) 

【證】 

由柯西不等式 

∑𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

≥
1

𝑛
(∑𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2

≥
𝑛4

𝑛
= 𝑛3 

又已知∑ 𝑎𝑖
2𝑛

𝑖=1 ≤ 𝑛3 + 1 

在𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛都是整數的假設下，只有∑ 𝑎𝑖
2𝑛

𝑖=1 = 𝑛3或∑ 𝑎𝑖
2𝑛

𝑖=1 = 𝑛3 + 1兩種可

能 

∑ 𝑎𝑖
2𝑛

𝑖=1 = 𝑛3時，等號只在𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛成立，即𝑎𝑖
2 = 𝑛2, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

由設(1)，⁡∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 ≥ 𝑛2，𝑎𝑖非負，故(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = (𝑛, 𝑛, … , 𝑛) 

∑ 𝑎𝑖
2𝑛

𝑖=1 = 𝑛3 + 1時，令𝑏𝑖 = 𝑎𝑖 − 𝑛, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

∑𝑏𝑖
2

𝑛

𝑖=1

=∑𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

− 2𝑛∑𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 𝑛3 = 2𝑛3 + 1 − 2𝑛∑𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

≤ 1 

故𝑏𝑖
2最多只有一個為 1，其餘為 0 

若全為 0，𝑎𝑖 = 𝑛, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, ∑ 𝑎𝑖
2𝑛

𝑖=1 = 𝑛3 < 𝑛3 + 1矛盾 

若𝑏𝑖
2只有一個為 1，其餘為 0， 

∑𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

= (𝑛 ± 1)2 + 𝑛2(𝑛 − 1) = 𝑛3 ± 2𝑛 + 1 ≠ 𝑛3 + 1 

矛盾。故只有(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = (𝑛, 𝑛, … , 𝑛)為唯一整數解 

 

【例 7】𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅，且 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 25, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 36, 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 30 

求
𝑎+𝑏+𝑐

𝑥+𝑦+𝑧
的值 

【解】 

由柯西不等式，得 

25 × 36 = (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) ≥ (⁡𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧)2 = 302 

等號成立時，
𝑎

𝑥
=

𝑏

𝑦
=

𝑐

𝑧
= 𝑘。即𝑘2(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) = 25，故𝑘 = ±

5

6
(負不合，因

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 30) 

可得 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐

𝑥 + 𝑦 + 𝑧
= 𝑘 =

5

6
 



【例 8】𝑥, 𝑦, 𝑧是大於−1的實數，求 

1 + 𝑥2

1 + 𝑦 + 𝑧2
+

1 + 𝑦2

1 + 𝑧 + 𝑥2
+

1 + 𝑧2

1 + 𝑥 + 𝑦2
 

的最小值 

【解】 

由於𝑥, 𝑦, 𝑧是大於−1， 

1+𝑥2

1+𝑦+𝑧2
,
1+𝑦2

1+𝑧+𝑥2
,

1+𝑧2

1+𝑥+𝑦2
的分子、分母均為正值，故 

1 + 𝑥2

1 + 𝑦 + 𝑧2
+

1 + 𝑦2

1 + 𝑧 + 𝑥2
+

1 + 𝑧2

1 + 𝑥 + 𝑦2

≥
1 + 𝑥2

1 + 𝑧2 +
1 + 𝑦2

2

+
1 + 𝑦2

1 + 𝑥2 +
1 + 𝑧2

2

+
1 + 𝑧2

1 + 𝑦2 +
1 + 𝑥2

2

=
2𝑎

2𝑐 + 𝑏
+

2𝑏

2𝑎 + 𝑐
+

2𝑐

2𝑏 + 𝑎
 

其中 

𝑎 =
1 + 𝑥2

2
, 𝑏 =

1 + 𝑦2

2
, 𝑐 =

1 + 𝑧2

2
 

由柯西不等式，得 

𝑎

2𝑐 + 𝑏
+

𝑏

2𝑎 + 𝑐
+

𝑐

2𝑏 + 𝑎
= (√

𝑎

2𝑐 + 𝑏
)

2

+(√
𝑏

2𝑎 + 𝑐
)

2

+(√
𝑐

2𝑏 + 𝑎
)

2

≥
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2

(√𝑎(𝑏 + 2𝑐))
2

+(√𝑏(𝑐 + 2𝑎))
2

+ (√𝑐(𝑎 + 2𝑏))
2

=
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2

𝑎(𝑏 + 2𝑐) + 𝑏(𝑐 + 2𝑎) + 𝑐(𝑎 + 2𝑏)

=
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2𝑎𝑏 + 2𝑏𝑐 + 2𝑎𝑐

3(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐)

= 1 +
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑏𝑐 − 𝑎𝑐

3(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐)

= 1 +

1
2
[(𝑎 − 𝑏)2 + (𝑏 − 𝑐)2 + (𝑎 − 𝑐)2]

3(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐)
≥ 1 

上式等號只在𝑎 = 𝑏 = 𝑐時成立 

故最小值為 2 

 

 



【例 9】在一群數學家中，每個人都有一些朋友(關係是互相的)。證明：存在一

個數學家他所有的朋友的「朋友人數平均值」不小於這群數學家的「朋

友人數平均值」 

【解】 

令M表這群數學家的集合，𝑛 = |𝑀|，𝐹(𝑚)表數學家𝑚的朋友的集合，𝑓(𝑚)表

數學家𝑚的朋友人數，即𝑓(𝑚) = |𝐹(𝑚)| 

命題等價於證明：必有一個𝑚0使得 

1

𝑓(𝑚0)
∑ 𝑓(𝑚)

𝑚∈𝐹(𝑚0)

≥
1

𝑛
∑ 𝑓(𝑚)

𝑚∈𝑀

 

若不存在符合上式的𝑚0，則對任意𝑚0，有 

𝑛 × ∑ 𝑓(𝑚)

𝑚∈𝐹(𝑚0)

< 𝑓(𝑚0) ∑ 𝑓(𝑚)

𝑚∈𝑀

 

對所有𝑚0求和，得 

 

𝑛 ×∑ ∑ 𝑓(𝑚)

𝑚∈𝐹(𝑚0)𝑚0

= 𝑛 ×∑ ∑ 𝑓(𝑚)

𝑚0∈𝐹(𝑚)𝑚

= 𝑛∑𝑓2(𝑚)

𝑚

<∑𝑓(𝑚0)

𝑚0

∑ 𝑓(𝑚)

𝑚∈𝑀

= [∑ 𝑓(𝑚)

𝑚∈𝑀

]

2

 

與柯西不等式不合，矛盾，故得證。 

 


