
不等式 

一、 平均值不等式 

1.1 平均值不等式 

 𝑎, 𝑏 ≥ 0，則(√𝑎 − √𝑏)
2

≥ 0 ⇒
𝑎+𝑏

2
≥ √𝑎𝑏          (1.1) 

一般來講，若𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ≥ 0，則算術平均數為 

𝐴𝑛 =
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛
 

   幾何平均數為 

𝐺𝑛 = √𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛
𝑛  

   我們有 

𝐴𝑛 =
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛
≥ √𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛

𝑛 = 𝐺𝑛 

“=”成立，若且唯若𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 

 

1.2 排序不等式 

兩個數列𝑎1, … , 𝑎𝑛, 𝑏1, … , 𝑏𝑛滿足𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛且𝑏1 ≤ 𝑏2 ≤ ⋯ ≤ 𝑏𝑛 

則 

𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛 ≥ 𝑎1𝑏𝑗1
+ 𝑎2𝑏𝑗2

+ ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑗𝑛

≥ 𝑎1𝑏𝑛 + 𝑎2𝑏𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏1 

其中𝑗1, … , 𝑗𝑛為1,2, … , 𝑛的任意排列。且等號只在𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛且𝑏1 = 𝑏2 =

⋯ = 𝑏𝑛時成立。 

 

1.3 契比雪夫不等式 

設𝑎1, … , 𝑎𝑛, 𝑏1, … , 𝑏𝑛滿足𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛且𝑏1 ≤ 𝑏2 ≤ ⋯ ≤ 𝑏𝑛 

則 

∑ 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘+1

𝑛

𝑘=1

≤
1

𝑛
∑ 𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

∑ 𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

≤ ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

 

且等號只在𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛且𝑏1 = 𝑏2 = ⋯ = 𝑏𝑛時成立。 

 

二、 平均值不等式的應用 

【例 1】𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅+,
1

𝑎
+

1

𝑏
= 1, 則對所有正整數𝑛， 

(𝑎 + 𝑏)𝑛 − 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 ≥ 22𝑛 − 2𝑛+1 

【例 2】𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅+，試證 

𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑐
+

𝑐

𝑎
≤ (

𝑏

𝑎
)

2

+ (
𝑐

𝑏
)

2

+ (
𝑎

𝑐
)

2

 



【例 3】假設𝑛是大於等於 3的自然數，給定實數𝑎1, … , 𝑎𝑛，令  

𝑚 = min{|𝑎𝑖 − 𝑎𝑗|, 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛} 

求條件∑ 𝑎𝑖
2𝑛

𝑖=1 = 1下，𝑚的最大值。 

【例 4】𝑓(𝑥) =
𝑎

𝑎2−1
(𝑎𝑥 − 𝑎−𝑥)(𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1) 

試證：對正整數𝑛 ≥ 2，有𝑓(𝑛) > 𝑛 

【例 5】設𝑥 > 0，試證2 √𝑥
12

+ 2 √𝑥
4

≥ 2 × 2 √𝑥
6

 

【例 6】𝑎𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛; 𝑎1 × ⋯ × 𝑎𝑛 = 1，試證 

(2 + 𝑎1) × (2 + 𝑎2) × ⋯ × (2 + 𝑎𝑛) ≥ 3𝑛 

【例 7】已知𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0，試證 

6(𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3)2 ≤ (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3 

【例 8】假設𝑎1, … , 𝑎𝑛, 𝑏1, … , 𝑏𝑛均為正值且滿足𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 ≤ 1， 

𝑏1 + 𝑏2 + ⋯ + 𝑏𝑛 ≤ 𝑛。試證： 

(
1

𝑎1
+

1

𝑏1
) (

1

𝑎2
+

1

𝑏2
) ⋯ (

1

𝑎𝑛
+

1

𝑏𝑛
) ≥ (𝑛 + 1)𝑛 

【例 9】𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅+，試證 

𝑎𝑏𝑐 ≥ (𝑎 + 𝑏 − 𝑐)(𝑎 + 𝑐 − 𝑏)(𝑏 + 𝑐 − 𝑎) 

【例 10】𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅+，試證 

𝑎

√𝑎2 + 8𝑏𝑐
+

𝑏

√𝑏2 + 8𝑎𝑐
+

𝑐

√𝑎2 + 8𝑎𝑏
≥ 1 

【例 11】𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅+，求 

𝑎 + 3𝑐

𝑎 + 2𝑏 + 𝑐
+

4𝑏

𝑎 + 𝑏 + 2𝑐
−

8𝑐

𝑎 + 𝑏 + 3𝑐
 

的最小值 

【例 12】𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅+且𝑎𝑏𝑐 = 1，求(𝑎 − 1 +
1

𝑏
) (𝑏 − 1 +

1

𝑐
) (𝑐 − 1 +

1

𝑎
)的最大值 

【例 13】設𝑃為∆𝐴𝐵𝐶內一點，𝐷, 𝐸, 𝐹分別為𝑃到𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵各邊的垂足，試找出

讓𝑃𝐷 × 𝑃𝐸 × 𝑃𝐹最大的𝑃 

【例 14】證明： lim
n→∞

√𝑛
𝑛

= 1 

【例 15】0 < 𝑎1 < 3, 𝑎𝑛+1 = √𝑎𝑛(3 − 𝑎𝑛). 試證：數列{𝑎𝑛}單調遞增，且有上

界 

 

 

 

 

 



三、 柯西不等式 

設𝑎1, … , 𝑎𝑛, 𝑏1, … , 𝑏𝑛是任意實數，則 

(𝑎1𝑏1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛)2 ≤ (𝑎1
2 + 𝑎2

2 + ⋯ + 𝑎𝑛
2)(𝑏1

2 + 𝑏2
2 + ⋯ + 𝑏𝑛

2) 

等號只在
𝑎1

𝑏1
=

𝑎2

𝑏2
= ⋯ =

𝑎𝑛

𝑏𝑛
時成立 

 

四、 柯西不等式的應用 

【例 1】𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅+且𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1，求證 

        
1

𝑎
+

4

𝑏
+

9

𝑐
≥ 36 

【例 2】𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅+且𝑎𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑏𝑠𝑖𝑛2𝛼 < 𝑐，求證 

√𝑎𝑐𝑜𝑠2𝛼 + √𝑏𝑠𝑖𝑛2𝛼 < √𝑐 

【例 3】設𝑎𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛且∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 = 1。Ajw ijd  

𝑎1
2

𝑎1 + 𝑎2
+

𝑎2
2

𝑎2 + 𝑎3
+ ⋯ +

𝑎𝑛
2

𝑎𝑛 + 𝑎1
≥

1

2
 

【例 4】𝑥 ∈ (0,
𝜋

2
), 𝑛是自然數。求證 

(
1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑛𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑛𝑥
) (

1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥
) ≥ (2𝑛 − 1)2 

【例 5】𝑎𝑖 ∈ 𝑅+, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛。證明： 

1

1
1 + 𝑎1

+
1

1 + 𝑎2
+ ⋯ +

1
1 + 𝑎𝑛

−
1

1
𝑎1

+
1

𝑎2
+ ⋯ +

1
𝑎𝑛

≥
1

𝑛
 

【例 6】證明滿足條件 

(1)∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 ≥ 𝑛2   (2) ∑ 𝑎𝑖

2𝑛
𝑖=1 ≤ 𝑛3 + 1 

的整數𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛只有(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = (𝑛, 𝑛, … , 𝑛) 

【例 7】𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅，且𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 25， 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 36, 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 30求 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐

𝑥 + 𝑦 + 𝑧
 

的值 

【例 8】𝑥, 𝑦, 𝑧是大於−1的實數，求 

1 + 𝑥2

1 + 𝑦 + 𝑧2
+

1 + 𝑦2

1 + 𝑧 + 𝑥2
+

1 + 𝑧2

1 + 𝑥 + 𝑦2
 

的最小值 

【例 9】在一群數學家中，每個人都有一些朋友(關係是互相的)。證明：存在一

個數學家他所有的朋友的「朋友人數平均值」不小於這群數學家的

「朋友人數平均值」。 


